
 

Rotfinitesianianántica
Sabemos

quena física
clássica rotações sãodadaspormatrizes

ortogonais Resold emgeral

Mas como issoseda nu
mecânica quântica Emgeral dadaumarotação

clássica digamosassim

teremos o seuoperador análogo no espaço
deHilbert DCI tal que

I Nr D las
1 A estadoinicial aoqual

estado rodado operadorde aplicamos a rotação

pelooperadorDIM rotação

Note
que R sempre é umamatriz 3 3 no entanto a formadeDIR

dependedadimensionalidade

o espaçode
Hilbert que

estamos considerando

Vamospensar
primeiramente em rotação

infinitesimais com o
intuitodeanalisarquem é

gerada derotaçãochegando
em algo

muito parecido 4 a mecânica
clássica 1 97

de lembrarque o gerador
infinitesimaldo operadordetranslação era

o momento

Em geral é de costume escrever uma
operação

infinitesimalcoma

Ue 1 iG e JÉ
c e di

setivermosUmatoperadorhermitiano
traduçãoinfinitesimal

tiraumarotadefinimosdeacordo 4 a mecânicaclássica
Ü

G 0 e da
OperadorMomento Angular

rotaçãodeumangulodd em
torno doeixoK



Logo
teremosentão

p µ µ 1 i FIFAd4
rotaçãoinfinitesimal emtorno do eixo que é caracterizado pelovetor

normalÂ

7demos pensar agora em uma rotação finitadeum angulop
consistida

por

µ vezes a rotação infinitesimal angloderotação a cadapasso
e digamosque

sejaporex em
tornodoeixo Z logo Fêz assim comorotaçãoclássica

otacionarporRs e depoisporRr é a mesma
coisa que

rotacionarporRsRr

note que nãoé a mesma
coisade rotacionar BRs Ouseja a rotaçãoserá

DIA ANTT e para queseja uma
rotaçãodefato e nãoapenasinfinitesimal

demos tirar o limite emque N a

B to fiz HIDEfinale itENID

limitecaracterísticoda exponencial

DeCd exp Tiff
afinal EIE é

1 gerador
infinitesimal corresponde

aosprimeirostermosdaseriedeTaylor
Comoforamencionado antes paraquesetratedeumarotaçãonoEspdeHilbert pedimosqueDirt
atisfaçaas mesmas propriedades quemeanálogoclássico R Esol3



i Identidade DLR 1 ttPCR D R

Iii Fechamento DCRDDRA D Rs

Liii Inversa DIR D4M A DIR Ddd
Iv Associativo DIRILD DIBB DIRADIRd DIRA DCRIDRIDAD

Iara as relaçãode comutação em particular dooperadordemomentoangular

as relaçãode comutação fundamentais

ftp.J rhcijk
símbolode levi civita

Sãoanálogas as relaçãode
comutação derotações clássicas

1 Jr gerarotação em
torno do K ésimo eixo

2 Rotação emtorno de eixos diferentes
nãocometam

spin42 e matrizesde
Pauli vernotas

Autovetores e Auto
valoresdoMomentoAngular

buscadosautovetoresautovaloresde Jefe

Il JaTxt I I t ETz



Perceba que j Ju O 1k 1,23 de fato tomemos E3 porex

IREI JIHAD II J II H Í
JÁ JA TexJÁTxt Ty JAI tTyLYTA
FÉ FÉ FÉ ÊI

IF FE it
5 71 1 É li yt x

0 o mesmo ira acontecer4 k t K 2 devido a Eiji
Ou seja como É Jr 0 F e Jr sãopossíveis de diagonalizar
simultaneamente Em especial é escolhidoJz Encontrando os autonetores

imultâneosde Te I temos

Fla b a lab

Telab blab
Tiraesteproblema nosutilizaremos deumaabordagem

muitoparecida com a

bordagemutilizadapara o
oscilador harmônico Iremostrabalharcom os seguintes

peradores

µ
nãoéhenmitia

d Ii Ty Operator
Escuta



Perceba que I I I ti Ix II Ix Ix II tlifíxis

LIFE III I i ftp.JXJ L FyI
itJz ihJz

Ii J 2k
1

além disso

Je It Fe I III FE II i LEI
ihEssaJz FÁCII

ih Ix It if
Jt

fiz T ItUp e
atem disso é fácilde observar

pelasrelações decomutaçãode Fgv

Í II o

Vamos analizar a ação de 7 em f tab

E J lab i Jz.J tf Jz I FJz EJt EHI.SI



Feitab Já Its labs

fizTidabdt JEJÉ
FÉ blab

JzJHabt lbt HJ
labtp.su

temos
que Ettab é auto

vetordeJz com autovalor btt

Emoutraspalavras atuar com Jt em um auto
estado deJz nos

etorna o auto
estudo com a autovalor de

adicionado subtraído de ti

daíquevem o nome de operador
escada Muito

similarmente aos operadores a at

m adicionavam ou removiam um
quarto de energia

Noentanto o mesmo nãoacontece comJo

I It lah J Itabs tendo emvista que ESTES o

alah ftp.h aabd

tovetortoar a

Logo Ttlabs são autoutors
simultâneosde Fe Fe com autovalor

9 e bit
Podemos ainda escrever



JHabt C labt.tt
Onde lt é determinada via normalização

Note
que I É El 5 II EIEÉ III

irando ovalor esperado

abtF Élab É Lablettab Etabletstab
IÉabst pTIlabst

Autovaloressão
limitados

70 tantoinferiormentequanto

superiormentevailevar
eventualmen

aquantizaçãodomomentoangular

abtF flab 70 aIto
Comissonão é possível ficaracrescentandoA ao autovalor

deJz
infinitamente

existemmáximo Em outraspalavras 7 bma talqu

II abmax O J J labmax 0 mastemosque

J J II III Juiz 5 47 III x

Ty Ix

54Jp ity JD JPÍyhJz que
podeser

reescritode

mu forma conveniente como F TÊ TJz
II II AJAlabs o a Knox buat O

a bmalbmatt



Demaneiraanáloga deveexistirum bmintalque J labm.nl O

II tabmin o 5 5 F TÊ the

IÊ JI th abmin _o d bhinttbm.no

a brain boninho

passandopara
escalas

Comparando os dois
resultados bma bonin maisnaturaisda

mecânicaquântica

Épossível alcançar bmaporum numéro e deaplicação v

ÜÍÉÍjÍ bmarbminintr sbmax hfpdfjbm.EU

IFEI Agora o valormáximo da autovalorde 5 jt
inteiroousemiinteiro

0 Autovalor AÍ será a tijlj.IE vamosdefinirbento
Se j for

inteiro n éinteiro

Paraum dado j os possíveis
valoresdem são m j III

941
estados

lab j m nessa nova representação
as

quaçõesdos autaretos setornam maisespecificamente fizemos
duasmudanças

devariável a j b m lembrandoque

a jljthheb.hn



54j.ms jljthhlj.ms

ftp.mtlj.ms
Oselementosdematrizdos operadores F E na basedos autaretons

simultâneos

j m serádiagonal com os respectivos autovalor nasdiagonais principais
ou seja

II nil FIjms
hjljthtjjsmmiljtml

zljmt

mtsjjfmm.fmAobteros elementos de Jt noteprimeiramente que

jmtIHIms ljmlt E tzttj.ms

III

ljmlftfljms tijljtd mti
m.hr jávimos que ftp.my

deve ser igual a menosdeuma
constante a timt1 Emtermos de a1

adicional ao autovalor emtermos

dejimcomoforareescalonado J adiciona 1
noautovalor

1
II jm C I j m11 comisso temosque análogoao operadorescadado

jm oscilador harmônico

j.nl É IIImt Clint IIIjim 14m14jimetimas

qmdfimfcjmli.mn ÉLmaligno



juntando as duas expression
obtidas ICpmf HjGtd nik mt

simplificando Ictjmfhlj.nl itmt1 Escolhendo Cfm comoreal epositivo e

calizando o mesmo procedimento para I temos finalmente

i
Assim se realizarmos jtmlJt.fm teremos os coeficientesdos

operadores E
a base lj.ms

II m I It Ijins HÉNIN jmthfjsm.mu
Acosoperadoreederotaçã

3om dadaumarotação clássica Resold a associamos um operadorno espaçode

tilbert DIR quepossui a forma DIR expfiIho
Nabase domomentoangular Ipm

temosqueseuscoeficientes
sãodadospor

j m Iexpfit.FI jm Dmm R
FunçãodeWigner

Notequeos j não
interferem noscoeficientes

devido aofatoqueDeriljm ser

dovetor de52com o mesmo autovalor HjGTA i PI

Tpm lj.ms DIR ftp.my pois DIM é funçãodeJr



I comuta com Jr ie EI JA o Effete
continuando temos

INAbim DIAFpm FIGHTINbins PILÉ É
Com isso temosqueserealizarmos uma

rotaçãoemnossosistema nãopodemos
alterar

valor de j pois senão alterariamas
também os autovalores quesão

invariantesobre

otapãopois tratase de
escalares Essa possívelmudança no jócorrepoisEIDEB o

7ferentemente emgeral 5PER tu logo pode haveruma
mudança novalordem

11 fi ifjfff
RepresentaçãoIrredutível Yú
2µA

dimensionalda escritanumaformaBlocodiagonal

OperadorDCR
Ondecadablocorepresentaumamatriz

quadrada12µWµ DÍAcomum
valordefinidodej

µ
O conjuntodetodasmatrizesderotaçãoDer

rara undetermined formam Umgrupo

Identidade d 0
Inversa 1sobremesmoeixoA

Fechado

DilmaDmitri DiiiCRP
unitária DmmlR t Dmm.IR

Ipm DIR fins



expandindo temos

µ
expandido apenasem m

Umavezqueos
estudosj permanecem

DIMtpm ljimhlj.nlDlRlljm inalterados

limitDÍMIR

DIRIJA f Drink limit
eporexemplo

tivermos um operadorde rotaçãodefinido pelos ângulos
deEter41,8

ara um j
arbitrário teremos

DiÃ Inpi lj.milexptitffexpfiffexptiflljmdt
e ilmhtmdgj.milexptitfth.int

Anãotrivialpoismituravalores
dem

definimosentao
ddnimlpy ljnilexpl.it Himt

tira o caso fte spink teríamos d
cospe sink

sinpkc.pk



MomentoAngular
Orbital

momentoangulardamecânicaquântica
definidotalqual um análogoclássico

I xp
produtovetorial dosoperadores

conseguinte omomentoangular
orbital faz

sentido
apenarem espaços

tridimensionais

eu iguala ao
momento angular 5 quando o spindapartícula é nula ou desprezível

ate
que o

mesmosatisfaz as relaçõesde
comutaçãodomomentoangular

Lihj i tighthe

lx.ly it em seguida temos

I i 7 Lz 1 i lxpy YPD

Agir
sobre um estado deposição Ixyz

II i ftp.lxinzs It it Hit til E WAIKIKI
translaçãoinfinitesimais

tuxes dei

Rotaçãoinfinitesimalem
torno doeixoz

I pode ser aindavisto como geradorinfinitesimaldas rotator



A rotação tornasemais aparente se
tratarmos num sistema de coordenadas esféricas

xp Elas Ir ay IN
Entãouma funçãode ondaperante a rotação fica

1rad l iAfield 1rad MIM Criadas stzfraek
leva a identificação

ftp.zfay ih I'M
e

IaraLx e temos emesféricos

it I d it f sino cotocosafff Ix

I I h Id it last cotosinolf lilas
demos então construiros operadores de

escada

I'll HD it é It if ato lilas

e o operador É É lf tzlh L.tl LA

Lilith tilsiofoisito pino 7444
AparteradialdoLaplaciano a menosde fa



Noentanto lembre que

I _ÂÊ lx.pt ih xp
ftp.pks x.l it vaxlxs itroflita

L também

It'll xpilas Frfr frfr lilas hippie n trairia

rescrevendo Lilith trcxlphthliflxlntzrjfcx.tn
Em termosdo operador deenergiacinéticaPlan

Im4x4FIN

III Flita ENEM Iii Élites
parteradial parteangular
dolaplaciano dolaplaciano

Ouseja a menos
dopotencial Vcr conseguimos

descrever o hamiltonano

m específico sua parte radial utilizando o operador de
momento angular

orbital

Em especial se opotencial foresfericamente
simetria e ospin

nulo a equação

deonda de sahróedinger é separável em parte
radial e angular As

autofunção

da energia se escrevem
então como HarmônicosEsféricossempa

M
pq

amesmasoluçãoplpotenciai
I Ihtm Rnp r Ye f esfericamentesimetrias



Obviamente a forma deRnp r variacom o potencial submetido ao sistema

Quando hásimetriaesférica no Hamiltonanoele
comutara com Í e Lz e portanto os

utovetosdeenergia
também serão autovetorsde Te mas dadas as relaçãode

anotação do momento angular os
autovalor de te serão lustre na

sodemos considerar também intend pêlof YIN
autoatordedireção

Yem amplitude deum estado le.ms ser
encontrado na direçãohis

Ira o casodeste momento angular orbital temos que f nãopode
ser um número

semi inteiropois assim a seriasemi
inteiro o que

daria um sinalnegativo

funçãode onda sujeita a umarotação
de 2T Fazendoassimcomque afunção

deonda

o_Oseja
unívoca

Outraexplicaçãomais
matemáticavemdoTeoremadesturm Lioville na qual

soluçosdaEDPdosharmônicosesféricosformamum
conjuntocompletopl 1 inteiro

Fazendo com queuma
funçãoarbitraria deQQpossaserexpandida em

termos

dos diversos Yenapenas com
valores inteirosde Lem

Éreis
Hamiltonanos na forma H TI Uh r É
sãoesfericamentesimétricos classicamente temos a conservaçãodo

momentoangular
quarticamente

µ
TeoremadeEhrenfast

ssotambémocorre uma vez que II F LI Ã O
sobreaevolução
temporaldeoperadores

I H O EHJ T é uma constantedemovimento



Logo procuramos um auto
estado de energiaquesatisfaz 1xp Elms

HtElms ElElms
4Elm TillettElm

IElms tem IElms

Émais fácil trabalhar na base dasposição II com
coordenadasesféricas

Sabemos
que

cuida assimetrias a parteangular
se reduz aos

harmônicos esféricos Chegamos

ntão à equaçãoradial

ÉEliottelliniNtn Rein EReen
potencialefetivo

Mma comum substituição é Redd µ
Vett
assim oproblema se

transforma

m achar a funçãodeonda
unidimensional de umapartida sujeita

a um potencial

fetivoVeffer
Ainda épossível fazeruma

mudançadevariável e
analisar comportamentos

assíntoticas

verátomodehidrogênio nos
restando então

g K
onde

Neelf ft e 1old RE 2mE
E

onde a função satisfaz a EDO

if 4 E o



Adiçoagular
Quanticamente funcionadeumamaneira

muitodiferentedoquese comparada a
mecânicaclássica

o passo que
deuma forma muito

similar Issoocorrepoisum sistemade Npartículas

ossoem representações
muitodistintas se comparadascom

mecânicaclássica versistemasde

maisdeuma partícula
e partículas

identical

Paraum sistema deduaspartículas éanalgo
aNpartículas temosqueoespaço

o sistema énadamaisque o produto
diretoHensorial dosdiferentesespaços

de Hilbert

de cada partícula
H Hz H

Logo o
momento angulartotaldo sistema é I I É É It I É

nele é o operadorde
momentoangularreferente ao espaço

dapartícula 1 e oanálogo

rara Valelembrarqueem
cadaespaçosãosatisfeitas as

relaçãode comutaçãodo

momento angular LEI Jeff ihtijr.fr Jai IP ihEijkJak
e que

peradosde espaços distintos
cometam entre si Jj µ O

g

A rotaçãoinfinitesimal
totaldosistemapodeserescritacomo 1 izljxoftI I.ns

E para ângulos finitos
temos

DIR DIA exp fiIII exp fiIII
Alémdisso temostambém que

o momento angular total5 possui as mesmas propriedades

a 0 operadorde
momento angular ou seja

Ji Jj iteijkJr



A questãoprincipal gira em torno dequal representação
base utilizar e como

sedeuessamudança de baseOscoeficientes
dessamudançade base são

conhecidos

comocoeficientes dedebsch Gordon as
duas representaçõespossíveissão

1 Autovetores
simultâneosde JezJaz jeja memo

emumanotação
totalmenteaberta seria ljemdxoljzm.seelessãodefinidospor

lisjamina tijdistaljipimi.ms

IIjsjimmd tijdizthljipims.ms

Izlisjiimmd mehljsjzim.MY

Jatiji mind militam
2 Autovetores simultâneos deJT Ii Ii Joe ljsijris.nl
ateprimeiroque

todosoperados comutam e que I J o
Comisso reescrevemosTE ftp42 z zzttutz J.fi
Os autovetorssão definidos por

É ljujzijmt
hidjsthljsjzijmtjiljujzijmt

tijdjrthlji.sijm

FI jsjijmthjljthljsja.int

Jzljijiijmtmhljsjiy.ms



Muitas
vezesnessa

base jsejasão
subentendidas

ljsjijmd slj.ms

Note tambemque 7 Tito CJ Ío
Asduas basessão

conectadas
poruma

transformação unitária
coeficientesde

Clebsch
Gordon

ljsji.sn Gftp.pimsmdcjejaimemdjsjaim
mb

tardawdmptdmffjm.mnd L

Note
que IE Jez J z tj.fijm O aplicando ljy.immdaesgw

Im ns mdljsjaimsmdjsji.fm o MALHEI
µCoafnãonulos

nota os coeficientessãonulos a menos µ ljs.jo EjEjstjz

dimftp.jiinsmdf dimftp.iijmdl

N 1 41 11

Coafdedebsch Gordon ljsjzims.me

jsjzijmdToefiientGfrmamumamatrizunitariade
transformação disso decorrem

ertaspropriedadesde ortogonalidade



Em jaimsmdjsjaijmkisjaimimiljsjzijmd bm.msmini

f EGigimsn.lisjaiimkjsjaimsmdjsii.im Sammi

Os coeficientes também podem ser escritosem termos dos simbdos3

jdewignerljsjaim.mejsjzjm HIIatmzFfim im Im

fixarmos ja ja e j
teremos

que os
diferentes

valores de me me obedecem

a umarelaçãode recursão

Jtljs.fijml ljs tiatm4LmaljsirimmdSiIaimsmdisiaiimt
Aplicando je e já temos

lj mkjt.MN jsjijmtD
fifth íirimiumis

timitisisismiimith
Gigimimitjipijm

m
m MI II m má pl primeirotermo

MEMI na mite plsegundo
termo



Assimobtemos A recursão

LÁ jipimsmdjjiiimt.tt
11

FÉ jsjim 1mejsijrijmtfFmtmdTjejammzHsiiiim

Agora a condiçãoparaqueos
coeficientesnãosejam

nulos setornou

MHM MIL

Dada as relagai de recursão os
coeficientes podem ser

obtidos analisando

o plano 1msmel e
tendo um coeficiente inicial


